6 задач, одна виртуальная. 
5 – 6 на 2

4 – 5 на 2 и 1 на 1

3 – 3 на 2 и 1 на 1

Баллы не суммируются.

Коллоквиум, предварительный экзамен, основной – три попытки =)


[image: image1]
Предусловие: φ  = (x1 > 0)/\(x2>0)

Постусловие: ψ = z = HOД(x1, x2)

Задача 1.

Доказать методами Флойда.

Rem – остаток от деления.

Сначала, доказываем частичную корректность программы (методом индуктивных утверждений). Пользуясь методом фундированных множеств доказываем завершимость программы.

Метод индуктивных утверждения. 
Шаг 1. Выбираем точку сечения (A)
Шаг 2. Выбор индуктивных утверждений для каждой точки cечения. Т.е. какой инвариант выполняется при прохождении через точку сечения.

P(x^, y^) = (y1>0) /\ ( НОД(y1, y2) = НОД(x1, x2) )/\ ( y1 <= y2 )
Шаг 3. Обозначаем базовые пути. 

S – T – T – H 

S – F – T – H 

S – T – F – A

S – F – F – A

A – F – A

A – T – H

(Если какой-то путь невыполним – это в общем-то не страшно. Мы все равно его можем перечислить среди прочих).

Выписываем условия верификации:

S – T – T – H 

Forall x1, x2 (x1 > 0) /\ (x2 > 0) /\ (x1 > x2) /\ (x2 = 0) => (x1 = НОД(x1, x2))
Теперь мы должны убедиться в его истинности. Правда, здесь она очевидна, так как предпосылка импликации является противоречивой. Таким образом, по данному пути пройти нельзя.

Достаточно выписать условия верификации для каждого базового пути. Но, чисто для себя, имеет смысл убедиться в справедливости каждого выписанного утверждения. Если какая-то из формул окажется ложной, велика вероятность, что Вы допустили ошибку (либо преподаватель, когда составлял задание =) ). Итак, доказательство выписывать не обязательно. 
S – F – F – A

Forall x1, x2 (x1 > 0) /\ (x2 > 0) /\ ~(x1 > x2) /\ ~(x1 = 0) /\ => (x1>0) /\ ( НОД(x1, x2) = НОД(x1, x2) )/\ ( x1 <= x2 )
A – F – A

Forall x1, x2 forall y1, y2 (y1 > 0) /\ НОД(y1, y2) = НОД(x1, x2) /\ (y1 <= y2) /\ ~(rem(y2, y1) = 0) => ( rem(y2, y1) > 0 ) /\ (НОД(rem(y2, y1), y1) = НОД(x1, x2) )/\ ( rem(y1, y2) <= y1)
Замечание: в выражениях значения переменным присваивается одновременно. Т.е. в (y1, y2) <- (rem (y2, y1), y1) нет никакой последовательности присваивания. Справа – старые значения переменных, слева – новые. 
A – T – H

Forall x1, x2 forall y1, y2 (y1>0) /\ ( НОД(y1, y2) = НОД(x1, x2) )/\ ( y1 <= y2 ) /\(rem(y1, y2) = 0) => ( y1 = НОД(x1, x2) )
Метод фундированных множеств
Точки сечения, индуктивные утверждения у нас уже выписаны. Но, при большом желании, можно выбрать другие точки сечения и другие индуктивные утверждения, но в этом нет никакой необходимости.

Для каждой точки сечения необходимо определить оценочную функция. Оценочная отображает значения промежуточных переменных в некоторое фундированное множество. В принципе, достаточно написать так: W = Nat, <
Оценочная функция должна показывать, что какая-то величина на каждом витке цикла постоянно убывает. У нас постоянно убывает, например, y1. Таким образом, в качестве оценочной функции выберем u_a(x1, x2, y1, y2) = y1. 
Фундированное множество – это множество, в котором нет бесконечно убывающей последовательности.

Для каждой точки сечения пишем: forall x1, x2, y1, y2 p(x1, x2, y1, y2) => (u_a (x1, x2, y1, y2) isin W) 
т.е. forall x1, x2, y1, y2  (y1>0) /\ ( НОД(y1, y2) = НОД(x1, x2) ) => y1 >= 0.

Такая процедура проводится для каждой точки сечения. 

Доказываем завершимость для всех промежуточных базовых путей.

Промежуточные базовые пути – это такие базовые пути, которые начинаются в точке сечения и заканчиваются в точке сечения. 

У нас такой путь только один A – F – A
Forall x1, x2, y1, y2 (y1>0) /\ ( НОД(y1, y2) = НОД(x1, x2) ) /\ (y1 <= y2) /\  ~(rem(y1, y2) = 0) => ( rem(y2, y1) < y1 ) 
/* Комментарий: rem(y2, y1) – это новое значение y1. Соответственно, оно должно быть меньше старого. В этом случае мы можем быть уверены, что наш цикл завершится */
Задача 2.

На PVS definition language для нас будет сформулирована лемма. Нам нужно будет выписать последовательность комад pvs proof language, которые приведут к доказательству. Доступны следующие команды: flatten, split, lift-if, case, skolem!, inst, replace, assert, lemma, expand, induct, simplify.
Желательно рисовать дерево доказательства (если у нас имеется ветвление).
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Y1 = 0





(y1, y2) <- (y2, y1)





y1 > y2





START:


(y1, y2) <- (x1, x2)





HALT:


z <- y2





(y1, y2) <- (rem (y2, y1), y1)
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